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پیش�گفتار

پدیده�های توجیه و درک به ͷکم در دیفرانسیل معادلات بسزای اهمیت و کاربرد به توجه با
نظریه موضوع با رابطه در فارسͬ زبان به تاکنون که ریاضͬ کتاب�های اینͺه به نظر نیز و علمͬ
نمͬ�کند، برآورده را علمͬ و ریاضͬ جامعه فعلͬ نیازهای است، شده� تالیف یا ترجمه معادلات،

بپردازیم. حاضر کتاب تالیف به شدیم آن بر
ریاضͬ رشته کارشناسͬ دوره آخر سال دانشجویان برای استکه گونه�ای به کتاب، این سطح
قابل مرتبط، رشته�های سایر و ͷانیͺم ،ͷفیزی ریاضͬ، رشته�های ارشد کارشناسͬ دانشجویان و

مͬ�باشد. استفاده
دوره در دیفرانسیل معادلات نظریه درس سرفصل�های به توجه کتاب، این ویژگͬ�های از
علوم، وزارت مصوب سرفصل�های تمامͬ که گونه�ای به است؛ ارشد کارشناسͬ و کارشناسͬ
تعدد به توجه با همچنین، است. شده آورده فهم، قابل و ساده بیانͬ با فناوری و تحقیقات

است. استفاده قابل نیز خودخوان صورت به کتاب، مثال�ها،
مورد اولیه مقدمات و مفاهیم اول، فصل در است. شده تشͺیل فصل شش از حاضر کتاب

است. شده بیان جواب بفردی منحصر و وجودی اساسͬ قضیه نیز و گرفته قرار بررسͬ
اول، مرتبه دیفرانسیل معادلات سیستم روی اول، فصل مطالب و مباحث دوم، فصل در
ارایه معادلات سیستم حل برای روشمختلف سه فصل، این در همچنین است. شده داده توسیع
بیشتر جردن، روش از استفاده با معادلات سیستم حل روش که است ذکر به لازم است. شده
مطالعه از مͬ�توان کارشناسͬ دوره�های برای لذا است. شده آورده ارشد کارشناسͬ دوره�های برای
مربوط قضیه�های و nام مرتبه دیفرانسیل معادلات فصل، ادامه در کرد. چشم�پوشͬ روش، این

است. شده� بررسͬ آن، به
قضیه�های فصل، این در است. اشتورم نظریه و مرزی مقدار مسایل با ارتباط در سوم فصل
شده آورده ͷیͺتف قضیه و مقایسه�ای قضیه جمله از مرزی، مقدار مسایل با ارتباط در اساسͬ

است.



پیش�گفتار ر

ثابت، نقاط مفاهیم و تعاریف است. شده� معرفͬ ͬͺدینامی سیستم�های چهارم، فصل در
است. شده ارایه روان و ساده بیانͬ با فاز، تصویر و ثابت نقاط پایداری

دقیق�تر، بیان به مͬ�کند. بحث صفحه در خطͬ ͬͺدینامی سیستم�های درباره پنجم، فصل
آن�ها به مربوط فاز تصاویر و بیان صفحه، در ساده خطͬ سیستم�های و متعارف خطͬ سیستم�های

است. گرفته قرار کاوش مورد
دربرگیرنده فصل، این واقع در است. صفحه در غیرخطͬ سیستم�های درباره ششم فصل
تͺمیلͬ تحصیلات دوره�های برای فصل، این مطالب بیشتر است. پنجم فصل تͺمیلͬ مطالب

است. مناسب
استاد درسͬ جزوه از سوم و دوم اول، فصل�های مطالب جمع�آوری در که است ذکر به لازم
دانشͽاه کاربردی ریاضͬ گروه علمͬ هیات عضو اکبرفام، جدیری علͬ�اصغر دکتر آقای گرامͬ،
خطّ دستور کتاب نͽارش آیین قواعد از کتاب، این در همچنین است. شده استفاده نیز تبریز،
امید این به است شده استفاده ٨۴ سال ویرایش فارسͬ، ادب و زبان فرهنͽستان مصوب فارسͬ،

باشد. فارسͬ خط و زبان پایه�های استواری راه در کوتاه چند هر گامͬ که
دانشͽاه ریاضͬ گروه علمͬ هیات عضو حقیقت�دوست، قربانعلͬ دکتر آقای از پایان، در
عضو فغفوری، مرتضͬ دکتر آقای کردند، همͺاری ما با راه ابتدای در که آذربایجان معلم تربیت
از استفاده در ارزنده�شان راهنمایͬ�های� خاطر به تبریز، دانشͽاه محض ریاضͬ گروه علمͬ هیات
راهنمایͬ�هایشان، و دلͽرمͬ�ها خاطر به اکبرفام، جدیری علͬ�اصغر دکتر آقای ،LATEX نرم�افزار
دکتر آقای و سهند صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ گروه علمͬ هیات عضو قنبری، کاظم دکتر آقای
نͽاه�های خاطر به تبریز دانشͽاه کاربردی ریاضͬ گروه علمͬ هیات عضو حجتͬ، غلامرضا
و آماده�سازی امر در نحوی به که کسانͬ تمامͬ از نیز و کتاب ویراستاری هنͽام در تیزبینانه�شان
و نظرها گرامͬ، خوانندگان که است امید سپاس��گزاریم. بوده�اند، ما یاری�گر کتاب، این چاپ
گردد. کتاب شدن غنͬ�تر موجب بعدی چاپ�های در تا گذاشته میان در ما با را خود پیشنهاد�های

خیری حسین دکتر
دامن�افشان وحید

�مقدم مهسا
وفائͬ وجیهه



١
مقدمات و اولیه مفاهیم

لازم که مͬ�شویم رو به رو معمولͬ دیفرانسیل معادله�های با مختلف، کاربردی مسایل بررسͬ در
مͬ�شوند. نامیده اولیه مقدار مساله معادله�هایͬ، چنین کنند. صدق خاصͬ اولیه شرط در است
وجودی مͬ�توان آن جواب برای فرمولͬ یافتن و اولیه مقدار مساله ͷی حل با حالت�ها، برخͬ در
این کلͬ، حالت در اما، کرد. اثبات را آن بفردی منحصر حتͬ و اولیه مقدار مساله آن جواب
بنابراین، نمود. حل تحلیلͬ روش�های با نمͬ�توان را معادله�ها بیشتر زیرا نیست؛ عملͬ روش
بدون را آن بفردی منحصر و دیفرانسیل معادلات جواب وجود که شود بیان روشͬ است لازم
حد در که طوری به است توابع از دنباله�ای ساختن روش، این اصلͬ ایده کند. تضمین آن�ها حل
صدق آن در دنباله خود اعضای ولͬ مͬ�کند صدق اولیه مقدار مساله در که همͽراست تابعͬ به
حدی تابع یافتن و کرد محاسبه را دنباله اعضای از تا چند مͬ�توان فقط عمل در اگرچه نمͬ�کنند.
جواب بفردی منحصر و وجود قضیه برای که شرایطͬ تحت ولͬ نیست، ممͺن حالت�ها همه در

است. همͽرا مطلوب جواب به دنباله که داد نشان مͬ�توان مͬ�شود، بیان

آن به مربوط نتایج و بفردی منحصر و وجود قضیه اثبات و بیان فصل، این در اصلͬ هدف
مفاهیم از بعضͬ با بایستͬ اثبات�ها، کامل درک برای است. اول مرتبه اولیه مقدار مسایل برای
آشنا قبلا́ عناوین، این با خواننده شاید که آنجا از باشیم. آشنا حقیقͬ توابع نظریه مشخص
سپس، مͬ�دهیم. اختصاص مطالب این از خلاصه�ای بیان به فقط را بخش اولین لذا باشد، شده
بفردی، منحصر وجود، قبیل از اول مرتبه اولیه مقدار مسایل با مرتبط اساسͬ نتایج بررسͬ به

مͬ�پردازیم. f تابع و اولیه شرایط به جواب ͬͽوابست و توسیع�پذیری



حقیقͬ توابع از مفاهیمͬ ١.١ ٢

حقیقͬ توابع از مفاهیمͬ ١.١

این با c ∈ R مانند نقطه�ای هرگاه نامند همͽرا را حقیقͬ اعداد از {cn} دنباله ١.١.١ تعریف
به باشد داشته وجود N چون طبیعͬ عددی ε > ٠ هر ازای به که باشد داشته وجود خاصیت

نماد با را عمل این کند. ایجاب را |cn − c| ≤ ε نامساوی n ≥ N که طوری

lim
n→∞

cn = c

مͬ�دهیم. نشان

فرض با ٢.١.١ مثال

cn =
n

١ + n
, n = ١, ٢, ٣, . . .

که دهید نشان

lim
n→∞

n

١ + n
= ١.

باشیم داشته اگر شده، داده ε > ٠ ازای به حل

|cn − c| =
∣∣∣∣ n

١ + n
− ١
∣∣∣∣ = ١

١ + n
≤ ε,

ازای به ،N ≥ [ ١
ε ] انتخاب با بنابراین، کند. صدق n ≥ ١

ε − ١ نامساوی در باید n آنͽاه
� است. ١ به همͽرا {cn} دنباله پس است.

∣∣∣ n
١+n − ١

∣∣∣ ≤ ε ،n ≥ N

به که طوری به باشد [a, b] بازه در حقیقͬ توابع از دنباله�ای {fn} کنید فرض ٣.١.١ تعریف
یعنͬ باشد، f(x) به همͽرا {fn(x)} عددی دنباله ،[a, b] بازه به متعلق x هر ازای

lim
n→∞

fn(x) = f(x).

است. f(x) به همͽرا [a, b] بازه روی نقطه به نقطه ،{fn} توابع دنباله گوییم صورت، این در
ازای به هرگاه گویند همͽرا [a, b] بازه روی نقطه به نقطه را {fn} توابع دنباله دیͽر، عبارت به
n ≥ N که طوری به باشد داشته وجود N مانند طبیعͬ عددی x ∈ [a, b] هر و ε > هر٠

کند. ایجاب را |fn(x)− f(x)| ≤ ε نامساوی

ضابطه با [٠, ١] بازه روی را {fn} توابع دنباله ۴.١.١ مثال

fn(x) =
nx

nx+ ١
, n = ١, ٢, ٣, . . .



٣ مقدمات و اولیه مفاهیم ١

توابع دنباله، این اول جمله سه بͽیرید. نظر در

f١(x) =
x

x+ ١
, f٢(x) =

٢x
٢x+ ١

, f٣(x) =
٣x

٣x+ ١

که xهایͬ ازای به اما است. صفر به همͽرا {fn(٠)} متناظر دنباله ،x = ٠ ازای به هستند.
داریم ،x ∈ (٠, ١]

lim
n→∞

nx

nx+ ١
= ١.

{fn(x)} دنباله ترتیب، بدین است. ١ به همͽرا {fn(x)} دنباله ،x ∈ (٠, ١] ازای به پس
تابع به [٠, ١] بازه روی نقطه به نقطه

f(x) =

{
٠ x = ٠,
١ ٠ < x ≤ ١

است. شده� رسم ١.١ شͺل در f حدی تابع همچنین و f١٠ ،f۵ ،f١ توابع نمودار همͽراست.

به نقطه [a, b] بازه روی که باشد پیوسته حقیقͬ توابع از دنباله�ای {fn} کنید فرض حال
گرفت؟ نتیجه را f حدی تابع ͬͽپیوست مͬ�توان فرض�ها، این با آیا همͽراست. نقطه

یا و باشد پیوسته f است ممͺن فرض�هایͬ، چنین تحت است. منفͬ سوال این جواب
دنباله و است پیوسته [٠, ١] بازه روی fn هر مͬ�شود، دیده ۴.١.١ مثال در که همچنان نباشد.

نیست. پیوسته بازه این روی f تابع اما است، همͽرا [٠, ١] بازه روی نقطه به نقطه {fn}
همͽرایͬ از جدیدی نوع به باشد، پیوسته خود پیوسته، توابع از دنباله�ای حدی تابع اینͺه برای

است. قوی�تر نقطه به نقطه همͽرایͬ از که نیازمندیم

به یͺنواخت طور به [a, b] بازه روی {fn} مانند حقیقͬ توابع از دنباله�ای گوییم ۵.١.١ تعریف
که طوری به باشد داشته وجود N مانند طبیعͬ عدد ε > ٠ هر ازای به هرگاه همͽراست f تابع

کند. ایجاب x ∈ [a, b] هر ازای به را |fn(x)− f(x)| ≤ ε نامساوی n ≥ N

هر ازای به ،n > N ،y = fn(x) توابع تمامͬ نمودار دلخواه، ε > ٠ ازای به هندسͬ تعبیر
ببینید. را ٢.١ شͺل دارند. قرار y = f(x) + ε و y = f(x)− ε تابع دو بین ،x ∈ [a, b]

این تفاوت همͽراست. نقطه به نقطه همͽرا، یͺنواخت طور به دنباله هر که است واضح
نقطه به نقطه [a, b] بازه بر {fn} هرگاه که کرد بیان صورت این به مͬ�توان را همͽرایͬ نوع دو
عدد ،x ∈ [a, b] هر و ε > ٠ هر ازای به که هست f چون تابعͬ صورت، این در باشد، همͽرا
نامساوی ،n ≥ N ازای به که طوری به باشد داشته وجود ،x و ε به وابسته ،N مانند طبیعͬ
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